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§0 Introduction 

Soit X une variete algebrique lisse sur le corps C des nombres complexes. Une structure de Pois- 
son sur X est la donnee d'une structure d'algebre de Lie sur la faisceau structural Ox de X, qui soit une 
derivation en chacune des variables. Une telle structure est definie par un tenseur antisymetrique non nul 
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u G H (X, ATx), le bivecteur de Poisson, duquel on deduit une fleche Ox-lmeaire fl x — > Tx- Le rang 
de la structure ens 6 X est, par definition, le rang de l'application Q, x ®k(x) — > Tx®k(x). La structure 
est dite reguliere lorsque son rang en tout point est maximal. Elle est dite quasi-reguliere lorsqu'elle est 
reguliere sauf en un nombre fini de points. Notons que le rang d'une structure de Poisson en un point est 
pair puisqu'une telle structure est par definition antisymetrique. Par excmple, une variete abelienne A de 
dimension au moins deux possede de nombreuses structures de Poisson regulieres. En effet, toute forme 
multilineaire alternee de rang maximal sur l'espace tangent a l'origine fournit une telle structure. 

Une surface projective admettant une structure de Poisson non triviale est une surface K3, une surface 
abelienne ou une surface reglee ; une telle structure est alors definie par la seulc donnee d'une section du 
fibre anticanonique. 

Ce travail est consacre a l'etude des varietes algebriques projectives lisses de dimension 3, admettant 
une structure de Poisson non triviale. Une telle structure etant definie par un tenseur antisymetrique 
d'ordre 3, on s'attend a ce que ladite structure ne s'annule qu'en un nombre fini de points, seul cas que 
nous etudierons. Le resultat principal est le theoreme : 

Theoreme 0.1 Soit X une variete projective lisse de dimension 3. 

Alors X admet une structure de Poisson quasi-reguliere si et seulement si X appartient a I 'une des 4 
families suivantes : 

(1) X est une variete abelienne, 

(2) X est un fibre plat en droites projectives sur une surface abelienne, 

(3) X = (C x A)/G oil C est une courbe, A est une surface abelienne et G C Aut(C) un groupe fini 
operant librement sur C x A par la formule : 

g.{c, a) = (g.c, t g (c, a) + u g (a)), g S G, c G C, a G A, 

ou u g un automorphisme de groupes de A respectant la structure symplectique et t g une fonction reguliere 
sur C x A a valeurs dans A, 

(4) X — (C x S)/G oil C est une courbe, S est une surface K?> et G un groupe fini operant librement 
sur C , operant sur S en respectant la structure symplectique et sur le produit C x S par le produit de ses 
actions sur chacun des facteurs. 

La demonstration de ce resultat repose sur un theoreme de structure de S.Mori ([Mo]) decrivant 
les contractions extremales d'une variete projective lisse non minimale de dimension trois. Ainsi, nous 
montrons qu'une variete projective non minimale de dimension trois admettant une structure de Poisson 
quasi-reguliere est un fibre en coniques, ce qui fait l'objet du paragraphe 2, le paragraphe 1 donnant les 
proprietes essentielles de ces structures en dimension trois. Dans les paragraphes 3 et 4, nous etudions 
le cas ou la variete est minimale en etudiant respectivement le morphisme d'Albanese et le morphisme 
canonique. 

Remerciements Je tiens a exprimer ici tout mes remerciements a Arnaud Beauville pour son aide 



au cours de la preparation de ce travail. 



§1 Proprietes 

Une variete (algebrique) designera un schema integre, separe et de type fini sur le corps C des nombres 
complexes. Nous identificrons, sans le mentionner, un schema et l'espace analytique complexe qui lui est 
associe et nous supposerons toujours qu'une variete est lisse, sauf mention du contraire. 

Soit X une variete algebrique de dimension 3 et supposons que X admette une structure de Pois- 
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son reguliere. Alors, le bivecteur de Poisson a £ H°(X, ATx) fournit une application O x AT X , et, 
compte tenu de l'isomorphisme canoniquc ATx <8> u> x — ^> on cn dcduit une injection de fibres vecto- 
riels lox £l x - Reciproquement, une telle injection de fibres vectoriels definit une structure de Poisson 
reguliere des que l'identite de Jacobi est satisfaite. Un calcul en coordonnees locales permet alors de 
prouver le 

Lemme 1.1 Soit X une variete algebrique de dimension 3 admettant une structure de Poisson 
reguliere (de rang 2). 

(1) On a une suite exacte courte : 

— > lo x — > n x — » T x — » ljx 1 — > 0. 

(2) Notons T — Ker(7x — ► Alors T est un fibre vectoriel de rang 2, integrable, c'est a dire 
stable par le crochet de Lie naturel sur Tx ■ 
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(3) Une section partout non nulle du fibre f\T x definit une structure de Poisson reguliere des que le 
fibre T coorespondant est integrable. 

Corollaire 1.2 Soit X une variete projective de dimension 3 admettant une structure de Poisson 
quasi-reguliere. 

Alors il existe une injection de faisceaux ujx fijr ^ont le conoyau est sans torsion et localement 
libre de rang 2 sauf en un nombre fini de points. 

Proposition 1.3 Soit X une variete projective de dimension 3 admettant une structure de Pois- 
son quasi-reguliere. 
Alors : 

(1) La premiere classe de Chern de X, C\{X) e Sl x ) H 2 (X,C), provient de wx) par 
la fleche H 1 (X,uix) — > H 1 (X,i} 1 x ) associee a la structure de Poisson, 

(2) Cl (X) 2 = dans H A {X,<C)- 

Demonstration Remarquons que le point (2) est unc consequence immediate du point (1). Soit U 
l'ouvert de Zariski de X complcmentaire dans X des points ou la structure de Poisson est nullc. Lc ferine 
Y = X — U est done de codimension 3. Par suite, les groupes de cohomologie Hy(X, lo x ) et Hy(X, Q x ) 
sont nuls pour i e {0,1,2} et il en resulte des isomorphismes naturels i? 1 (A, u) X ) = H 1 ^, uojj) et 
Q x ) = -ff 1 (C/, fi^). Remarquons en outre que la restriction a l'ouvert U de l'injection de faisceaux 
oj x ^ Cl x est une injection de fibres vectoriels dont le conoyau est naturellement un sous-fibre integrable 
de Tjj (cf. lemme 1.1). En utilisant les arguments de R.Bott et P.Baum ([BB] prop. 3.3 et cor. 3.4), on 
en deduit que la classe d'Atiyah du fibre lujj dans i? 1 (C/, Sly) provient d'un element de i? 1 (C/, u>u) par la 
fleche naturelle i? 1 (C/, uu) — ► H 1 (C/, fi^). On verifie que le diagramme suivant est commutatif : 

H\X,ux) ► H\X,Q} X ) 

{• {' 

La formation de la classe d'Atiyah etant fonctorielle, il en resulte que la classe d'Atiyah du fibre lo x 
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dans H 1 (X 7 Q X ) provicnt d'un clement de H 1 (X, lux) par l'application H 1 (X, lux ) — ► H X {X^ X ) ce 
qui constitue la premiere assertion de notre proposition, puisque la classe d'Atiyah du fibre lux et c\{X) 
sont proportionnelles. □ 

Rappelons qu'une variete est dite minimale lorsque le fibre canonique est numeriquement effectif. 

Corollaire 1.4 Soit X une variete projective minimale de dimension 3 admettant une structure 
de Poisson quasi-reguliere. 

Alors la dimension de Kodaira k(X) de X verifie les inegalites < n{X) < 1. 

Demonstration Par le theoreme d'Abondance ([MP]), la dimension dc Kodaira k(X) d'une variete pro- 
jective minimale de dimension 3 se calcule numeriquement par la formule n(X) = ma.x{i\co x H 3 ~ l ^ 0} 
ou H est une section hyperplane de X, de sorte que, par la proposition 1.3, on obtient les inegalites 
< k(X) < 1. □ 



§2 Cas ou X n'est pas minimale 

Lemme 2.1 Soit X une variete projective non minimale admettant une structure de Poisson quasi- 
reguliere. 

Alors X est un fibre en coniques. 

Demonstration Par le theoreme de structure de S.Mori ([Mo] thm. 3.3 et thm. 3.5) il suffit d'etudier 
les cinq cas suivants. 

Cas 1 II existe un diviseur D C X tel que le couple (D, O d {D)) soit (P 2 , O p2 (-1)), (P 2 , O p2 (-2)) ou 
(<2, Op3(— 1) ® Oq), Q etant une quadrique reduite et irreductible de P 3 . On en deduit que lux^ d = 4, 1 
ou 2 par la formule d'adjonction, ce qui constitue une contradiction compte tenu de la proposition 1.3. 

Cas 2 Le fibre lo x x est ample. Ce cas est immediatement elimine par la relation lu x = 0. 

Cas 3 II existe un morphisme X — ► Y, Y etant une courbe lisse, tel que pour tout point geometrique 
r] e X, la fibre X v soit une surface integre a fibre anticanoniquc lu x x ample. Si F est une fibre generiquc, 
on a lu f = lu X \f P ar la formule d'adjonction et done Wp = ce qui contredit l'amplitudc du fibre anti- 
canonique luf^ 1 - 

Cas 4 II existe un morphisme X — Y, Y etant unc variete projective lisse, et une courbe lisse 
C Y tels que X soit l'eclate de la courbe C dans Y. L'isomorphismc n*Ox — Oy pcrmct dc definir 
une structure de Poisson sur Y a l'aide de celle existant sur X. On verifie que le diagramme suivant est 
commutatif, les fleches horizontales etant donnees par les structures de Poisson : 

H\X,uj x ) ► H\X,Q, X ) 

i 

H\Y,lu y ) > H^Y,^) 

et on deduit de la proposition 1.3 que C\(X) provient d'un element de 7J 1 (F, fl^), ce qui est absurde 
puisque C\{X) = —E + tt*ci(luy) et puisque E est contracte par 7r. 

Cas 5 II existe un morphisme X — > Y, Y etant une surface projective lisse et connexe, tel que, pour 
tout point geometrique r\ de Y, la fibre X, q soit une conique de P 2 ,^) • □ 

La fin de cette section est consacree a l'etude de ce dernier cas. 

Proposition 2.2 Soit X — ^ S un fibre en coniques admettant une structure de Poisson quasi- 
reguliere. 

Alors le morphisme ir est lisse et S est une surface K3 ou une surface abelienne. 
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En outre, la structure de Poisson est reguliere. 



Demonstration Supposons que le morphisme it ne soit pas lisse. Alors le lieu de degenerescence de 7r 
est un diviseur effectif Co rcduit, a croisements normaux. Au-dessus d'un point regulier de Co, la fibre 
schematique de it est la reunion de deux courbes rationnelles lisses distinctes (et done transverses) et, 
au-dessus d'un point singulier de Co (un point double ordinaire), la fibre schematique de 7r est une droitc 
double ([Be2] prop. 1.2). 

Nous allons prouver la formule 4K$ + Co = 0. Soit C une courbe lisse et connexe de S telle que 
Co et C se coupent tranversalement. En particulier, les points d'intersection de C et Co sont des points 
reguliers de Co- Posons D = 7r _1 (C). Un calcul en coordonnees locales montre que D est une surface 
lisse (connexe). En outre, il n'est pas difficile de voir que Ton peut contracter l'une des composantes 

irreductibles de chaque fibre singuliere du morphisme D — ► C, de sorte que D est 1' eclat e en Co-C 

points d'une surface reglee lisse et connexe D n . Soit D — ► D le morphisme correspondant. L'applica- 
tion rationnelle naturelle D ■ ■ ■ — > C se prolonge en un morphisme D a C tel que ~k\d = de sorte 
que la surface D C est une surface geometriquemcnt reglec au-dessus de C. La formule d'adjonction 
fournit Fegalite lu X \d = ®N D j x - Puisque Afp/x = K* iy N'c/Si ^d/x cs t numeriquement equivalent 

a C 2 fibres du morphisme D — C. On en deduit que lu 2 d = lu-q 2 — Co-C = 8(1 — g(C)) — Co-C et 
^d-Nd/x = — 2C 2 (cf. [H] Chap. V.2, V.3). Par la proposition 1.3, on a uix 2 D — et on obtient la for- 
mule 8(l-g(C))-C .C + 4C 2 =0. Or la formule d'adjonction donnc la relation 2{g(C) - 1) = C 2 +CK S , 
et on obtient finalcmcnt la formule {AKs + Cq).C = ce qui prouve notre assertion. 

Par la proposition 1.3, F element c\{X) 6 H 1 (X, Q x ) ^ H 2 (X,C) est image d'un element de 
H 1 (X, ujx) par l'application H 1 (X, lux) — ► H X (X, Cl x )- Puisque C\{X) est non nul, il en resulte que l'es- 
pace vectoriel ^(X^lox) est non nul. Mais, par dualite de Serre, on a ft- 1 (A,o>x) = h 2 (X, Ox)- De plus, 
on verifie que R lf n^Ox = et que tt-*Ox = Os- H en resulte en particulier que h 2 (X, Ox) = h 2 (S, 0$) et, 
par dualite de Serre a nouveau, on obtient finalement que h (S,u s ) > 1. Le diviseur K s est done effectif 
et Fegalite AKs + Co = est impossible, ce qui demontre la premiere assertion de notre proposition. 

Dans le cas ou le morphisme ir est lisse, la meme methode permet de prouver que Ks = et, puisqu'on 
a toujours h°(S 7 ujs) > 1, il en resulte que u>s = Os et done que S est une surface abelienne ou une surface 
K3. 

Montrons maintenant que la structure est reguliere. Puisque 7r est lisse, 7r est en particulier topologique- 
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ment localement trivial et on a done la formule e(X) = e(P 1 )e(S') = 2e(S). Soit a E H°(X,ATx) 
le bivectcur de Poisson definissant la structure de Poisson sur X. Par hypothese, le lieu Z des zeros 
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de a est de codimension 3 et done C3(A73f) = deg(Z). Or, C3(A7x) = cic 2 — c 3 et on a done la 
formule cic 2 — c 3 — dcg(Z). En outre, pour un fibre en coniqucs, on a x{Ox) = x(Cs), puisque 
R lf n*Ox = et ir*Ox = Os- Enfin, par la formule de Nocthcr, 6(5*) = 12x(0s). Finalement, on 
obtient cic 2 — c 3 = 2A\{Ox) — e(X) = en utilisant la formule de Riemann-Roch. Et done deg(Z) = 0, 
ce qui permet de conclure. □ 

Proposition 2.3 Soit X S un fibre en droites projectives et supposons que X admette une 
structure de Poisson reguliere. 

Alors la surface S admet une structure de Poisson non triviale, induite par I'isomorphisme naturel 

S ^TT*Ox- 

Demonstration L'isomorphisme naturel Os = tt*Ox permet de munir S d'une structure de Pois- 
son. Supposons que cette structure soit nullc et montrons que nous aboutissons a une absurdite. 

On verifie, par un calcul en coordonnees locales, que la fleche lux — ► ^x/s obtenue par composi- 
tion des applications u>x — ► ^x ( c ^- lemme 1.1) et Q x — > ^x/s es ^ nune e t <l ue cette assertion est 
equivalentc a la nullitc de la structure de Poisson induite sur S. Par suite, cette application se factorise 
a travers ir*£l s — Kcr(Q x — > &x/s) et on °bticnt une suite exacte : 

— » lux — t:*^ — T x/ s — » 0. 

On en deduit alors l'egalite 7r*C2(fig) = c\{T x /s)- c i{ux) — ( 7r * c i(^s) — C i( w x))-Ci(wx)- En cohomologie, 
on obtient Fegalite ir*C2(Q s ) — tt*ci{VL s ).cx(ljx) puisque lu\ = dans H 4 (X, C) (cf. proposition 1.3). 
Par la proposition precedente, nous savons aussi que cus — Os et il en resulte Fegalite tt*C2(Q s ) = 0- 



4 



Rappelons que le diviseur anticanonique K^ 1 est de degre relatif —2 au dessus de S, et done, en utilisant 
la formule de projection, on en deduit que e(S) — c 2 (0,g) = et que S est une surface abelienne. 

La fleche 7r*f2g = Ox © Ox — ► u x x — > fournit un systeme lineaire sans points bases A C I 

de dimension 2 et done un morphisme X — ^> P 1 tel que lo x y = /qOpi(1). Soit X — > C la factorisation 
de Stein du morphisme /o, C ctant une courbe lisse et connexe. II existe done un morphisme C P 1 tel 
que /o = aj. Soit F une fibre generique lisse (connexe) de /. Par la formule d'adjonction uof = <^x\f et 
done up = Of puisque lux = f*(ce*Opi (—1))- La formule de sous-additivite de la dimension de Kodaira 
([Ka2]) entraine que la dimension de Kodaira de C vaut k(C) = —00 et done que C = P 1 . Par suite, 
a*Opi(l) = Opi(d) pour un certain enticr d > 1 et done tox/r 1 — f*Opi(2 — d). Par un rcsultat de 
T.Fujita ([F] prop. 1.2), degpi^x/P 1 ) > et done d < 2. II nous faut done eliminer les deux cas d = 1 et 
d = 2. 

Cas d=2 Nous allons prouver que X = P 1 x S et obtenir une contradiction. Dans ce cas, le systeme 
lineaire \K X 1 \ est de dimension 3 et tax = f*(cjpi). Par un resultat de T.Fujita ([F], thm. 4.8), le mor- 
phisme / est lisse (a fibres connexes). Soit F une fibre de /. Par la formule d'adjonction, lof = ux\f °t 
done ujf = Of- H en rcsulte que F est une surface K3 ou une surface abelienne. Mais nous savons que 
S est une surface abelienne et il ne peut y avoir de morphisme non constant d'une surface K3 vers une 
surface abelienne. On en deduit que F est une surface abelienne et done qu'elle ne peut contenir aucune 
fibre de ir (ce sont des courbes rationnelles) . Par suite, le morphisme F — ^> S est fini. Si h designe une 
fibre de w, on a F.h — 1 et done la surface F est une section de n. II n'est pas difficile de voir que le 
morphisme / x tt induit un isomorphisme de X sur P 1 x S. 

II nous reste a voir qu'il n'existe sur P 1 x S aucune structure de Poisson induisant la structure nullc 

sur S via la premiere projection. On a un isomorphisme Tx — p*Tpi © Q*1~s ou p et q sont respectivement 

2 

les projections de X sur P et S. Par suite, on a un isomorphisme A73c = p*T P i <g) q*Ts © et done 

un isomorphisme H°(X, %T X ) = H°(X,p*T P i ® q*T s ) © H°(X, q*u; s x ). La structure de Poisson sur X 
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est donnee par un element a £ H°(X 7 AT X ) qui, compte tenu des hypotheses, n'a pas de composantc 
sur H°(X, q*ujg 1 ). Enfin, par la formule de Kiinncth, on a un isomorphisme H®{X,p*T v i ® q*Ts) = 
H ^ 1 , T P i ) ®H°(S,T S ). Soicnt {e u e 2 ) une base de H°(S,T S ) et (/i,/ 2 ,/ 3 ) une base de ff°(P\ T P i). 
On peut ecrire a — J2i j a ij e i A fj ou l es a i,j son t des constantes. Choisissons des coordonnees locales 
(xi,X2) sur S de sorte que la base (ei,e2) soit donnee par les formules e\ — d Xl et e 2 = d x . 2 . En- 
fin, on choisit une coordonnee locale z sur P 1 correspondant a une decomposition P 1 = CU {00} de 
sorte que la base (/i,/2,/3) soit donnee par les formules fi = d Zl fi = zd z et /3 = z 2 d z . Si / et g 
sont deux fonctions holomorphes definies localcment, le crochet de Poisson est alors donne par la for- 
mule {f,g} = J2i,j a i,j z:l ( d xjd z g - d z fd Xt g). En particulicr, {xi,z} = a w + a\\z + a 12 z 2 = Pi(z) et 

{x 2 , z} = a 2 o + a 2 iz + a 22 z 2 = P 2 {z). Enfin, l'identite de Jacobi donne la relation P 1 P 2 = P\P 2 et done 
les polynomes P\ et P 2 sont proportionnels, ce qui constitue la contradiction cherchee. 

Cas d=l Dans ce cas, le systeme lineaire A = \K X 1 \ est de dimension 2, tous ses elements sont 
connexes et on a la relation lux = f*Opi(—l). Par le theoreme de lissite generique, un element generique 
D e {K^l est regulier (le systeme lineaire est sans point base). Soit D un tel element. Le diviseur D 
est irreductible puisque connexe et regulier. De meme que nous l'avons fait au cours de la preuve du cas 
d = 2, on verific que D est une surface abelienne et que le morphisme D — ^> S est fini. On en deduit 
que ce morphisme est automatiquement non ramifie. On obtient done un revetement etale de degre 2, 

7T| jj 

D — > S. Or, les revetemcnts etales de degre 2 de la surface abelienne S sont classifies par la 2-torsion de 
Pic(S') et sont done en nombre fini, a isomorphisme pres. On peut done trouver D\ e l^x^ et ^2 G \K X 1 \ 

deux diviseurs lisses tels que les revetements D\ — > S et D 2 — > S soient isomorphes. Effectuons le 
changement de base D\ — > S. On obtient un diagramme cartcsicn : 

X —E-^ X 



D 1 S 

En outre, le morphisme p est un revetement etale et le morphisme q possede deux sections a supports 
disjoints. Puisque p est etale, la variete X admet une structure de Poisson reguliere induite par celle de 
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A et il n'est pas difficile dc voir que cette structure induit la structure nullc sur D\ si et seulement si la 
structure de Poisson sur X induit la structure nulle sur S. On peut done supposer que le morphisme 7r 
admct deux sections a supports disjoints et que l'on se trouve toujours dans le cas d = 1 puisque le cas 
d = 2 est eliminc. Alors l'existence d'une section nous assure qu'il existe un fibre £ sur S localement librc 
de rang 2 tel que X = ¥(£). En outre, l'existence de deux sections a supports disjoints entraine que le 
fibre £ est decompose, i.e £ = C ffi M. oil C et M. sont deux fibres en doites. De plus, on peut toujours 
supposer que M. = 0, de sorte que 02(f) = 0. Notons £ le fibre tautologique sur P(£). Nous avons alors 
la formulc dc Grothendieck £ 2 - w*ci(£)4 + ir*c 2 (£) = dans H 4 (P(£),C). Et, puisque c 2 {£) = 0, on 
a? 2 = tt*Ci (£)■£• On a aussi la formule a(X) = 2£ - ir* Cl (£) - w*Ci(S) = 2£ - n*a(£) car ci(5) = 0. 
Enfin, l'egalite ci(A) 2 = entraine Ci(X) 2 .£ = 0. Or Cl (A) 2 .£ = 4f -4£ 2 .tt*ci(£) + it* Cl {£) 2 = Cl (£) 2 . 
Finalement, on obtient C\(£) 2 — ci(C) 2 = 0. 

Nous allons prouver qu'il existe une courbe elliptique E C S telle que C = 0{E). En effet, on a un 
isomorphisme w x 1 S £ 2 <g> 7r*(dct(£ et done iJ°(Jf, t^ 1 ) = S 2 (£) <8> det(f)- 1 . Or, S* 2 (£) <g> 

det(^)" 1 = O s ffi £ ffi /3" 1 et /i°(A, w^ 1 ) = 2. II en resulte que h°(S, C) + h°(S, C~ l ) = 1. Supposons par 
exemple que £) = 1. Alors, £ = Os{D) oh D est un diviseur effectif de S. Ecrivons D = riid 

oil les d sont les composantes irreductibles de D. Comme S est une surface abelienne, C 2 > 0. Comme 
D 2 = 0, on en deduit done que Ci.Cj — pour tout couple d'entier (i, j). II resulte alors de la formule 
d'adjonction que p a {Ci) = 1 et, comme il n'y a pas de morphisme non constant P 1 — ► S, on en deduit 
que Ci est une courbe elliptique. Puisque Ci.Cj = 0, les d sont disjoints et puisque h°(S, 0{D)) = 1, D 
est un diviseur reduit et irreductible et done une courbe elliptique que nous noterons E. 

Par un resultat de Poincare ([Mum] p. 173) il existe une courbe elliptique B C S telle que B n E soit 

fini. Par suite, le morphisme B x E ^ x ' v - — > +v S est un revetement etale fini et on peut toujours supposer 
que ce morphisme est un morphisme de groupes. Effectuons alors le changement de base B x E — ► 5, 
de sorte que l'on obtient le diagramme cartesien suivant : 

X 
<? 

B x E 

Comme p est un revetement etale, la variete X admet une structure de Poisson reguliere induite par 
celle de X et il n'est pas difficile de voir que cette structure induit la structure nulle sur B x E si et 
seulement si la structure de Poisson sur X induit la structure nulle sur S. Le cas d = 2 etant eliminc, 
nous pouvons supposer que l'on se trouve dans le cas d = 1. Or A est le fibre projectif associe au 
fibre a*£ = Obxe ffi OBxE(a^ 1 {E)) et a^ 1 (E) est la reunion disjointe des {x} x E pour x £ B n E. 
Par les calculs deja faits on a h°(B x E, B xE(a^ 1 (E))) + h°(B x E, B xE{-a- 1 (E))) = 1 et done 
h°(B x E ,0 BxE{a~ x (E))) = 1, ce qui cntranc que a~ x (E) est reduit a 0b x E et que B n E = 0,5. 
Aussi, a est en fait un isomorphisme et il nous reste done a traiter le cas oil A = Pexb(Oexb © 
Oexb{E x {0 B })) = E x V b (O b © O B (0 B )) = E x V b (O b ffi O b {-Q b )). Rcmarquons que la sur- 
face F b (Ob ffi Ob{— 0b)) est normalisee au sens dc [H] (Chap. V.2) de sorte que le fibre tautologique 
^PB(e>Bee>B(-0i5))(l) es t effectif. II en resulte que le fibre anticanonique de la surface Pb(Cb ffi Cb(^Ob)) 
est effectif et donne par la formule K^(o b ®Ob(-o b )) = ^b(Ob®Ob(-^b)){^) + P 1 x {0b} de sorte qu'il 
existe dans le systeme lineaire lA^ 1 ! un element ayant une composante verticale relativement au mor- 
phisme X = Ex Pb(0b ffi O b {— 0b)) — > S = E x B. La contradiction chcrchee est la puisque le systeme 
lineaire \K : X 1 \ est suppose sans points bases et de dimension 2 (h°(X, K^ 1 ) = 2) et done ses elements 
sont disjoints (n'oublions pas que le systeme lineaire \K^ 1 \ est de degre relatif 2 par rapport a S). □ 

Proposition 2.4 Soit X — ^ S un fibre en droites projectives. On suppose que X admet une structure 
de Poisson reguliere induisant une structure de Poisson non nulle sur S via I 'isomorphisme Os — tt*Ox ■ 

Alors X = S x P 1 oh 5 est une surface A3, ou bien X est un fibre plat en droites projectives sur S 
une surface abelienne. 

Demonstration Nous savons deja que S est une surface A3 ou une surface abelienne par la proposi- 
tion 2.2. Par suite, la structure de Poisson induite sur S est partout non nulle. Un calcul en coordonnees 
locales permet de se rendre compte que la fleche T x /s — > w^ 1 obtcnuc par composition des flcches 
Tx/s — > T~x — ► uj^ 1 (cf. lemme 1.1) est un isomorphisme. On en deduit l'existence d'une section 



1- 
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7r*7g 73s: de l'application naturelle 73c — * n*Ts, telle que s{tt*Ts) = J- ', les notations etant celles du 
lcmmc 1.1. La distribution definie par cette section est done integrable par le lemme 1.1. Utilisant alors le 
theoreme dc Frobenius et la compacite des fibres de 7r, on en deduit qu'il existe un recouvrement (U a ) a 
de S et des isomorphismes <j) a : n (U a ) = U a x P 1 au dessus de U a qui transforment la structure de 
Poisson sur X en la structure de Poisson sur U a x P 1 produit de la structure symplectiquc sur U a et de 
la structure nulle sur P 1 . Fixons un point x G X . Soit z aj i, z aj2 , z a ^ des coordonnees locales au voisinage 
de <j> a {x) e U a x P 1 centrees en <f> a (x). Ecrivons <j> a p(z a> i, z a> 2, z a>3 ) = (0/3,1, 3,3,2, <p a p{z a ,i, z a . 2l z a>3 )). 
Les fonctions de transition etant des morphismes de Poisson, on obtient les egalites : 

0a/3 2/3,3} = {4> a p z P,l, <t>aP z P,s} = { z a,l, <Pap{z a ,l, Z a ,2, Z a ^)} = {z a ,l, Z a , 2 }^^ 
$* a p{zp,2,Zp,2,} = {<f>ap z P,2,<f>ap z P,3} = { z a,2, <Pap{ z a,l, z a,2, Z a ,3)} = {z a , 2 i Z a ,l}^J 

ou {., .} designe le crochet de Poisson. Puisque la structure de Poisson sur S est partout non nulle, il en 
resulte finalement les deux equations : 

et les fonctions de transitions du fibre X — ^ S sont done localement constantes. Rappelons enfin qu'une 
surface K3 est simplement connexe et done qu'un tel fibre est alors trivial, ce qui acheve la preuve de 
notre proposition. □ 

Proposition 2.5 Soit S une surface K3 et A une surface abelienne. 

Alors SxP 1 admet une structure de Poisson reguliere et il en est de meme pour tout fibre plat en 
droites projectives sur A. 

Demonstration La premiere assertion est claire. Soit X — S un fibre plat en droites projectives 
sur A. Soit (U a ) a un recouvrement ouvert de S et <fi a des isomorphismes 7r _1 (J7Q,) = U a x P 1 au dessus 
de U a de sorte que les fonctions de transition (fta&p 1 soient localement constantes. On munit le produit 
U a x P 1 de la structure de Poisson produit, une structure symplectique etant fixee au prealable sur S. On 
vcrifie sans peine que les isomorphismes <p a sont des morphismes dc Poisson, les calculs etant analogues 
a ceux de la proposition precedente, de sorte que l'on obtient sur X une structure de Poisson reguliere, 
ce qui termine la preuve de notre proposition. □ 

Nous avons done demontre le thcoreme : 

Theoreme 2.6 Soit X une variete projective de dimension 3, non minimale. 

Alors X admet une structure de Poisson quasi-reguliere si et seulement si X = S x P 1 ou S est une 
surface K3, ou bien X est un fibre en droites projectives sur A surface abelienne. 
En outre, une telle structure est reguliere. 



§3 Cas ou X est minimale et k(X) = 

La formule numeriquc donnant la dimension de Kodaira permet d'affirmer que ci(X) = et done que 
le fibre canonique ux est de torsion puisque X est minimale. 

Proposition 3.1 Soit X une variete projective telle que le fibre canonique u>x soit de torsion. 
Alors les champs de vecteurs non nuls sur X ne sont pas tangents a la fibration dAlbanese de X . 
En outre, on a q(X) G {0, 1, 2, 3} et, si q(X) = 3, alors X est une variete abelienne. 

Demonstration Par un theoreme de Kawamata ([Kal] thm. 8.3), le morphismc d'Albanese X — ^> 
Alb(X) est surjectif, a fibres lisses et connexes. En outre, il existe un revetement etale fini B — ^ Alb(X) 
tel que le produit fibre -BxAib(Jt)^ soit isomorphe au dessus de B au produit B x F, F etant une fibre 
du morphisme d'Albanese. De plus, on peut toujours supposer que le revetement etale B — ^ Alb(A) 
est galoisien, de groupe G, de sorte que X est isomorphe au quotient B x F/G, G operant sur B x F 
en respectant Taction de G sur B. Remarquons que, puisque B/G = Alb(X), le groupe G est forme de 
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translations de B. Notons p et q les projections de B x F sur X et B respectivement. Considerons la 
suite exacte de cohomologie : 

— * H°(X, T x /A\b(x)) — * H°(X,T X ) — > H°(X, a* x T Alb ( X )) — > 

II suffit done de prouver que l'application H°(X,T X ) — ► H°(X, a* x 7kib(x)) est surjective, puisque ces 
deux espaces vectoriels ont meme dimension ([Kal] cor. 8.6). 

Puisque le morphisme B x F — X est un revetement etale fini, il existe une application injective 
H°(X, T x ) "—t H°(Bx F,p*T x ) = H°(B xF,T Bx f) que nous noteronsp*. On verifie alors sans difficultes 
que le diagramme suivant est commutatif : 

H°(X,T X ) — — — ► H°(B,T B ) ® H°(F,T F ) 

h- 1 

H°(Alb(X),T Mh{x) ) — ^ H°(B, T B ) 

Soit done O Gtf°(Alb(X),T Alb(x) )ct posons 6 1 = ^j: geG gj a e H°(BxF,T BxF ) G = H°(X,T X ), 
oil nous avons identifie les espaces H°(A\b(X), TAib(x)) et H°(B,Tb). Le groupe G agissant de maniere 
compatible sur B ct B x F, l'imagc de #i par l'application H°(X,T X ) — > H°(Alb(X),T A \ h rx.)) est 9o, 
ce qui permet de conclure. 

La surjectivite du morphisme d'Albanese entraine q(X) G {0,1,2,3} et, si q(X) = 3, alors a x est 
un revetement etale a fibres connexes et done un isomorphisme, ce qui acheve la demonstration de notre 
proposition. □ 



Proposition 3.2 Soit X une variete projective minimale de dimension 3 et de dimension de Ko- 
daira k(X) — 0. Supposons en outre que X admette une structure de Poisson quasi-reguliere. 

Alors q(X) ^ et la structure est reguliere. En outre, si q(X) = 1, le fibre canonique est trivial. 

Demonstration Demontrons la premiere assertion par l'absurde et supposons done que q(X) = 0. Par 
le theoreme de Riemann-Roch, x(@x) = ^iCi{X)c2(X) = 0. L'hypothese entraine h°(X,Cl x ) = par 
theorie de Hodge. Compte tenu de l'injection uj x Q x , on en deduit que h°(X, ui x ) = et done que 
h 3 (X, O x ) = par dualite de Serre. L'egalite x(@x) = s'ecrit alors 1 + h 2 (X, Ox) = 0, ce qui constitue 
la contradiction cherchee. 

2 

Montrons maintenant que la structure est reguliere. Soit a 6 H a (X 7 AT x ) la section defmissant la 
structure de Poisson sur X. Par hypothese, le lieu Z des zeros de a est de codimension 3 et done 

2 2 

C3(A7x) = deg(Z). Or, c%{/\Tx) = c\C2 — C3 et on a done la formule deg(Z) = C1C2 — C3 = — C3 = —e(X). 
Mais, puisque le morphisme d'Albanese X Alb(A) est lisse, il est particulier topologiqucment locale- 
ment trivial et done e(X) — puisque q(X) ^ 0. II en resulte que deg(Z) = 0, ce qui permet de conclure. 
Supposons enfin que q(X) — 1. Par la proposition 3.1, h°(X,T x /Aib(x)) = et la suite exacte : 

— > A 2 T X /A\b(x) = ^x 1 — > A 2 73c — > T x /A\b{x) — > 

fournit done l'egalite h°{X,uj x 1 ) = h°(X,A 2 T x ). Par hypothese, h°(X, A 2 T X ) > 1 ct on en deduit 
l'inegalite h°(X, uo x x ) > 1. Mais nous savons aussi que c\(X) = et on en deduit done que lo x = O x , ce 
qui constitue la derniere assertion de notre proposition. □ 

Proposition 3.3 Soit X une variete projective de dimension 3, d fibre canonique trivial et verifiant 
q(X) = l. 

Alors X appartient a I 'une des deux families suivantes : 

(1) X = (C x S)/G oil C est une courbe elliptique, S est une surface K3 et G un groupe fini de 
translations de C operant sur S en respectant la structure symplectique, 

(2) X = (C X A)/G oil C est une courbe elliptique, A est une surface abelienne et G un groupe fini 
de translations de C operant sur C x A par la formule : 

g.(c, a) = (g.c, t g (c, a) + u g (a)), g G G, c E C, a e A, 

oil u g est un automorphisme de groupes respectant la structure symplectique de A et t g une fonction 
reguliere sur C x A a valeurs dans A. 
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De plus, toute variete de Vune des deux families admet une structure de Poisson reguliere. 



Demonstration Le morphisme d'Albanese X Alb(X) etant surjectif, lisse, et a fibres connexes, 
on a la suite exacte courte de fibres vectoriels : 

— > (a x )*uj Alb (x) = O x — > Q x — y fi x/Aib(x) — > °- 

2 

L'injection de fibres vectoriels lux — Ox ^x fournit une section globale du fibre vectoriel ATx = Q x - 
Cette section definira une structure de Poisson reguliere sur X a condition que l'identite de Jacobi soit 
verifiee. Le conoyau de l'injection ui x Q x es * ^ e &bre ^x/Aib(x)' e * P ar ^ e l emme 11, il suffit done de 
prouver que le fibre T x /A\b(X) ^ Tx est integrable, ce qui est immediat puisque le morphisme d'Albanese 
est lisse. 

Demontrons maintenant la seconde assertion de notre proposition. Nous savons qu'il existe un revetement 
etale galoisien de groupe G, C — ► Alb(X) tel que la fibration C XAib(x) X/C soit isomorphe a la fi- 
bration C x A/C ou A est soit une variete abelienne, soit une surface K3. Le groupe G est evidemment 
un sous-groupe du groupe des automorphismes de C ct il immediat que G opere sur C par translation. 
Remarquons alors que la structure de Poisson que nous venons de construire sur X se releve aCxi 
en une structure de Poisson reguliere qui est le produit de la structure nulle sur C et d'une structure 
symplectique sur A. Pour s'en convaincre, il suffit d'examiner le feuillctage defini par cette structure. 
On constate ensuite que le groupe G respecte la structure de Poisson sur C x A. Enfin, la structure de 
Taction de G resulte du fait que le groupe des automorphismes d'une surface K2> ainsi que le groupe 
des automorphismes de groupes d'une surface abelienne sont discrets. Un calcul elementaire permet de 
verifier que la stucture symplectique sur A est respectee, ce qui acheve la preuve de notre proposition, 
puisque la dcrniere assertion est evidente. □ 

Proposition 3.4 Soit X une variete projective minimale de dimension 3 et de dimension de Ko- 
daira n{X) = 0. On suppose que q(X) = 2. 

Alors X est de la forme (F x B)/G ou F est une courbe elliptique, B est une surface abelienne et G 
un groupe fini de translations de B operant sur F de sorte que F/G = P 1 et sur F x B par le produit de 
ses actions sur chacun des facteurs. 

De plus, toute variete de cette forme admet une structure de Poisson reguliere. 

Demonstration Nous savons que le morphisme d'Albanese X — ^ Alb(X) est surjectif, a fibres lisses 
et connexes et qu'il existe un revetement etale fini B — ► A\b(X) galoisien de groupe G tel que le produit 
fibre Ix Alb (x)B soit isomorphe au-dessus de B au produit F x B, F etant une fibre du morphisme 
d'Albanese. II en resulte que X est isomorphe au quotient B x F/G, G operant sur B x F en respectant 
Paction de G sur B. Remarquons enfin que, puisque B/G = Alb(A), le groupe G est forme de translations 
de B et qu'il est evident que G est un sous-groupe du groupe des automorphismes de B. Utilisant un 
lemme de Beauville ([Bel] lemme VI 10, l'argument donne dans le cas des surfaces s'adapte facilement 
a notre situation), on peut toujours supposer que le groupe G opere sur la courbe elliptique F et que 
Taction de G sur le produit F x B est le produit des actions de G sur F et B. Enfin, si F/G est une 
courbe elliptique, alors G opere sur F par translations et il en resulte que X est une variete abelienne, 
ce qui impossible puisque q(X) = 2. 

La derniere assertion etant immediate, notre proposition est demontree. □ 

Nous avons done prouve le theoreme suivant : 

Theoreme 3.5 Soit X une variete projective de dimension 3. On suppose en outre que X est de 
dimension de Kodaira k(X) = 0. 

Alors X admet une structure de Poisson reguliere si et seulement si X est minimale et verifie Vune 
des trois conditions suivantes : 

(1) q(X) = 3 (auquel cas X est un variete abelienne) 

(2) q(X) = 2 

(3) q(X) = l et Pg (X) = l. 



§4 Cas ou X est minimale et k(X) = 1 
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Definition 4.1 Soient X une variete algebrique, C une courbe algebrique et X — ► C un morphisme. 
On definit le diviseur de ramification de f par la formule : 

Pec 

qui a un sens par le theoreme de lissite generique. 

La proposition suivante est essentiellement due a M. Reid ([R]). 

Proposition 4.2 Soit X une variete projective et soit L C Cl x un faisceau inversible tel que le 
faisceau quotient &x/L soit sans torsion. On suppose qu'il existe un entier n > 2 et un systeme lineaire 

A C \L n \ sans points bases tel que <f>(X) soit une courbe, ou X — ► est le morphisme associe au 
systeme lineaire A. 

Alors il existe un morphisme surjectif, a fibres connexes X -U C vers une courbe lisse, tel que ,f*0Jc C 
L C fl x , oil I'inclusion f*tJc C fl x est Vinclusion naturelle. En outre, on a I'egalite L = f*u)c{Df), Df 
etant le diviseur de ramification de f, et f*L — uoc- 

Rappclons lc lemme suivant qui nous sera utile par la suite. 

Lemme 4.3 ([Bel] lemme VI 7 bis) Soient A C C le disque unite, U une variete analytique 
(non compacte) lisse de dimension 3 et p : U — ► A un morphisme. On suppose que p*0 = nD oun>l 
et D est un diviseur effectif reduit. Soit A A le morphisme z i — ► z n , U le produit fibre defini par le 
diagramme : 

U — 2-^ U 
A — 2— A 

U la normalisation de U, p, q les projections de U sur A et U. 
Alors, U est lisse, q est etale fini et la fibre p*0 est reduite. 

Proposition 4.4 Soit X une variete projective de dimension 3, admettant une structure de Pois- 
son quasi-reguliere. On suppose que X est de dimension de Kodaira k(X) = 1. 

Sous ces hypotheses, il existe un morphisme surjectif, a fibres connexes, X — ► C vers une courbe 
algebrique C, dont les fibres lisses sont soit des surfaces K3, soit des surfaces abeliennes. 

Si I'une des fibres est une surfaces K3, le morphisme f est lisse, analytiquement localement trivial et 
on a la formule cox = f*^c- 

Si I'une des fibres est une surface abelienne, les fibres lisses sont des surfaces abeliennes et les fibres 
non lisses sont multiples de surfaces abeliennes et on a I'egalite lux = f*^c{Df), Df etant le diviseur 
de ramification de f . 

Enfin, la structure de Poisson est reguliere. 

Demonstration L'existence d'un morphisme X — — > C surjectif, a fibres connexes, vers une courbe 
lisse tel que f*uc(Df) = wx, Df etant le diviseur de ramification de /, resulte du corollaire 1.2, de la 
proposition 4.2 et du theoreme principal de Y.Kawamata ([Ka3]). 

Ecrivons D f = D Pl + h D Pl (I > 1) oil D Pt = f*P { - (f*Pi) red , les points P { e C etant tous 

distincts. Soit f*Pi — J2j n i,i^i,o l a decomposition de la fibre schematique f*Pi en somme de ses com- 
posantes irreductibles (rijj > 1). Par lc theoreme de Bertini, on peut trouvcr une section hyperplane H 
de X telle que : 

(1) H soit lisse et connexe, 

(2) H j& Dij n D it k pour tout triplet (i, j, k), 

f\H 

(3) le morphisme H — ► C induit par / soit a fibres connexes (condition automatiqucment verifiee). 
Par la proposition 1.4, nous savons que K\ = et done, puisque Df n'a que des composantes verticales, 
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on a aussi D"j = 0. On cn deduit que D^ H = J2i^%\ H = °t, P ar 1° l cmmc de Zariski ([BPV]), que 
Dp. = pour tout i. Par ce meme lemme de Zariski, on en deduit alors qu'il existe r, G Q* tel que 
DPi\H = r i{f\H* Pi)- Par choix de la section hyperplanc, on obtient que riij = n^fc = rij pour tout triplet 

(i,j,k) ct done que f*P l = n i (/*P i )red ct ^ = ( n i ~ 1 )(/* P 0red- 

Prenons un point Pi E C tel que la fibre schematique j* Pi = ruDj, soit non rcduite. Choisissons une 
boule A contenant le point Pi et posons U = / _1 (A). On suppose que Pi est le seul point de A au dessus 
duquel la fibre est non reduite. En appliquant le lemme 4.3, on obtient alors un diagramme commutatif : 

U — ^ U 
7 

A A 

ou q est un revetement etale fini et / est a fibres reduites et connexes. II n'est pas difficile de voir que 

q*cuu — f wa- En outre, puisque q est etale, l'injection utjj c — > se releve en une injection q*LOjj = 

ujj <^-> q*£l\j = tt^j- compatible a l'injection / lo/\ '—t On en deduit alors que les fibres du morphisme 

/ sont normales (et done irreductibles), puisque les points singuliers des fibres de / correspondent aux 

— * i 

points ou le conoyau de l'injection / wa fiA n'est pas localement libre et puisque la structure de 
Poisson est supposee quasi-reguliere. II en resulte que F re d est une surface normale, F designant une fibre 
quelconque de /. 

En outre, si F designe une fibre lisse de /, la formule d'adjonction fournit l'egalite lof — ^x\f et done 
ujp = Op puisque Op(Df) = Op dans ce cas. Par suite, F est une surface K3 ou une surface abclicnne. 

Supposons maintenant qu'une fibre de / soit une surface K2>. Par suite, pour toute fibre F de /, on 
a x{®f) = 2. Supposons que la fibre schematique F soit non rcduite. On peut done ecrire F = n(F red ) 
avec n > 2. A l'aide du theoreme de Riemann Roch, il n'est pas difficile de voir que x(Of) = n x{0 F risd ) ■ 
En outre, par la formule d'adjonction, onaw^ = uJx®Ox{F re d)®Op r<ld = f*uoc{Df + F re d)®Op rcd — 
f*LOc{ n {Fred))®OF rcd — OF rcd car n{F re d) = F. II en resulte alors que x{®F rcd ) — 2 par un theoreme de 
Y.Umezu ([U] cor. 1) et done n = 1. Aussi, le morphisme / est non raimfie et on a la formule ojx = f*<^c- 
Le morphisme / est done lisse et analytiquement localement trivial ([F] thm. 4.8), ce que Ton voulait 
demontrer. En outre, la structure de Poisson est reguliere puisque, commc nous l'avons deja remarque, 
les points ou la structure n'est pas reguliere correspondent aux singularites des fibres de /. 

Supposons maintenant qu'une fibre de / soit une surface abelienne. Par un resultat de J.Kollar ([Ko]), 
le faisceau R 1 f. Jf Ox est localement libre de rang 2 et sa formation commute aux changements de base. 
Une fibre reduite F de f verifie done h}(F, Op) = 2 et est done lisse par un resultat de Y.Umezu ([U] 
cor. 1) puisque son faisceau dualisant relatif est trivial. Si F est une fibre de / non rcduite, on pose 
F = n(F re d) ct P = f(F). Choisissons une boule A C C contenant le point P et posons U = / _1 (A). On 
suppose que P est le seul point de A au dessus duquel la fibre est non reduite. En appliquant le lcmmc 
4.3, on obtient alors un diagramme commutatif : 

U — 1-^ U 

fk 

A A 

tel que q soit un revetement etale fini, et tel que / soit a fibres reduites et connexes. II n'est pas difficile de 
voir que q*uJu = f lua puisque nous avons la relation lux = f*uc(Df). Le morphisme q etant etale on a 
q*tou = lojj ct done uojj = f to a de sorte que les fibres de / ont toutes un faisceau dualisant trivial. Enfin, 
puisque la formation du faisceau R 1 f*Ox commute aux changements de base, on en deduit que toutes 
les fibres F de f vcrifient Op) — 2 ce qui impliquc encore par le resultat de Y.Umezu ([U] cor. 

1) que ces fibres sont lisses. On en deduit alors que les fibres singulieres de / sont multiples de surfaces 
lisses. Or, nous savons que les singularites des fibres du morphisme / (munies de leurs structures reduites) 
correspondent aux singularites de l'injection de faisceaux lux ( c ^- corollaire 1.2), ce qui prouve 

que la structure de Poisson est reguliere. Enfin, il n'est pas difficile de voir que le fibre canonique de F re d 
est trivial pour toute fibre F de / de sorte que, pour des raisons de caracteristique d'Euler-Poincare, les 
fibres de / sont soit des surfaces abeliennes, soit des multiples de surfaces abeliennes. □ 



11 



Les deux propositions qui suivcnt complement naturcllcment les resultats de la proposition preccdcnte. 



Proosition 4.5 Soit X une variete projective de dimension 3. On suppose qu'il existe un morphisme 

surjectif X — ► C vers une courbe algebrique C, dont les fibres sont soit des surfaces abeliennes, soit 
multiples de surfaces abeliennes. Enfin, on suppose qu'on a la formule ui x = f* LJ c(Df), Df etant le 
diviseur de ramification de f. 

Alors X est de la forme (C x A)/G oil C est une courbe lisse, A une surface abelienne et G C Aut(C) 
un groupe fini operant librement sur Cxi par la formule : 

g.(c, a) = (g.c, t g (c, a) + u g (a)), g G G, c G C, a G A, 

ou u g est un automorphisme de groupes de A respectant la structure symplectique et t g une fonction 
reguliere sur C x A a valeurs dans A. 

De plus, toute variete de cette forme admet une structure de Poisson reguliere. 

Demonstration Montrons que X admet une structure de Poisson reguliere. Considerons l'injection 
de faisceaux ujx — f*^c{Df) Sl x - ^ e conoyau Q de cette injection s'identifie, apres lc revetement 
etale X — ► X, au fibre Sl^ et il en resulte que ce conoyau est localement libre de rang 2. Aussi, cette 
injection de fibres vectoriels definira une structure de Poisson reguliere si l'identite de Jacobi est sat- 
isfaite. Par le lcmme 1.1, il suffit de verifier l'integrabilite de Q* C Tx et done, puisque W est etale, 
il suffit de verifier que Jf*Q* C 7^ est integrable, ce qui est immediat compte tenu de l'isomorphisme 
W*G* = 1-x/j*^ compatible avec l'inclusion 1 X '/j* U!lT C T^. 

Montrons maintenant qu'il existe un revetement galoisien ramifie C — ^ C tel que la normalisation 
X du produit fibre C Xp X soit isomorphc au-dessus de C au produit C x A, A etant une surface 
abelienne, et tel que la projection naturelle X — > X soit un revetement etale. Notons P\,. . . ,Pk 6 C 
les points de C tels que les fibres schematiques f*Pi soient non reduites. Soit U — C \ {Pi, . . . , Pk} et 
soit Xjj = Par construction, le morphisme fu := f\ v est lisse. Notons A U le schema en 

groupes au-dessus de la base U, dont les fibres sont les varietes d'Albanese des fibres correspondantes du 
morphisme Xjj — ► U et notons A le faisceau de ses sections holomorphes. Alors, le schema Xjj jU est un 
espace principal homogene sous le schema en groupes A/U et correspond done a un element x du groupe 
de cohomologie i? 1 (C/, A). 

Montrons que cet element est de torsion. Soit W C U un ouvert de Zariski de C inclus dans U. Par 
le critere valuatif de proprete, la fleche de restriction naturelle H 1 ^, A) — H 1 (W, A) est injective. Le 

morphisme Xjj U etant lisse, il admet une quasi-section etale quasi-finie. Aussi, quitte a restreindre 
l'ouvert U, on peut supposer qu'il existe une section apres revetement etale connexe fini, de degre m. On 
en deduit que l'element x est de m-torsion. 

Notons A m /U le sous schema en groupes de A/U forme des elements de m-torsion et A m le fais- 
ceau des sections correspondant. L'element x E H 1 ^, A) provient done d'un element de i? 1 (C/, A m ). Cet 
element definit un revetement etale fini V — U qui trivialise l'espace principal homogene Xjj/U. En 
outre, il existe une courbe lisse et connexe C telle que le diagramme suivant soit commutatif : 

V > C 



u ► c* 

ou les fleches horizontals sont les inclusions naturelles. 

II nous reste a voir que le morphisme it se ramifie convenablement aux points Pi, a savoir que l'indicc 
de ramification d'un point de C au-dessus de Pi est egal a la multiplicite de la fibre du morphisme / en 
Pi, ce qui resulte essentiellement du lemme 4.3. 

Soit X la normalisation du produit fibre X x^ C et soit / le morphisme naturel X — ► C. Alors, / 

est un morphisme lisse et la projection naturelle X X est un revetement etale fini. Enfin, la formule 
u>x = f*&c(Df) entraine l'egalite mjr = f uj-q et le morphisme / est done localement trivial ([F] thm. 
4.8). Mais, par le critere valuatif de proprete, la fibration X/C admet une section et il en resulte finalc- 
ment que cette fibration est triviale. La variete X est done isomorphe, au-dessus de C a C x A ou A est 
une surface abelienne. Remarquons enfin que le revetement C — > C est galoisien et que son groupe G 
agit naturellement sur X = C x A de maniere compatible a son action sur C. 
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Prenons g G G et (c, a) G C x A. II n'est pas difficile de voir que g.(c,a) — (g.c,t g (c,a) + u g {a)) ou 
u g est un automorphisme de groupes et t g est une fonction reguliere sur C x A a valours dans A Remar- 
quons alors que la structure de Poisson que nous avons construite sur X se releve en une structure de 
Poisson sur X qui est produit d'une structure symplcctiquc sur A et de la structure nulle sur C et que les 
automorphismes du revetement X — ► X sont des morphismes de Poisson. Un calcul elementaire montrc 
alors que les elements u g respectent la structure symplectique sur A, cc qui est l'assertion souhaitee. 

Enfin, l'assertion reciproque est immediate. □ 

Proposition 4.6 Soit X une variete projective de dimension 3. On suppose qu'il existe un mor- 
phisme surjectif et lisse X — ► C vers une courbe algebrique C, dont les fibres sont des surfaces K3. On 
suppose en outre qu'on a la formule ojx = f*^c- 

Alors X est de la forme (C x S)/G oil C est une courbe algebrique, S est une surface K3 et G un 
groupe fini operant librement sur C, operant sur S en respectant la structure symplectique et sur C x S 
par le produit de ses actions sur chacun des facteurs. 

De plus, toute variete de cette forme admet une structure de Poisson reguliere. 

Demonstration Un argument analogue a celui utilise dans la proposition precedente permet de mon- 
trer que X admet une structure de Poisson reguliere correspondant a l'injection de fibres vectoriels 
0J X = f*0J C ^ M x . 

Rappelons qu'il existe un espace de modules fin /Q,„ pour les surfaces K3 munies d'une polarisation 
de degre d fixe et d'une trivialisation du systemc local _ff 2 (.,Z/nZ) avec n > 3 fixe. Cela resulte de 
l'existence d'un espace de modules fin pour les surfaces K3 marquees ([Bc3] expose VIII prop 1), du 
fait qu'un automorphisme d'ordre fini induisant l'identite sur H 2 (.,Z/nZ) est l'identite par un lemme de 
Serre ([G], Appendice) et du fait que le groupe des automorphismes projectifs d'une surface KZ est fini. 
Puisque le groupe Aut(_ff 2 (., Z/nZ) est fini, il existe un revetement etale fini et connexe C — ► C de C 
tel que la famille X Xp C/C soit rigidifice. Par suite, il existe un morphisme C — ► K,^ n . Mais, puisque 
le morphisme / est localement trivial ([F] thm. 4.8), ce morphisme est constant et, puisque l'espace de 
modules est fin, la famille X Xc C/C est trivialc. 

On pcut toujours supposer que le revetement C — > C est galoisien de groupe G. On sait que 
C Xc X = C x S oil S est une surface K3. Le groupe G agit sur le produit C x S et sur la courbe 
C de manicrc compatible. Puisque le groupe des automorphismes d'une surface K3> est discret, le groupe 
G agit en fait sur S et son action sur le produit S x C est finalement le produit des actions sur chacun des 
facteurs. De plus, la structure de Poisson sur X induit une structure de Poisson reguliere sur S x C. II 
n'est pas difficile de voir que sur une telle variete, une structure de Poisson reguliere est necessairement le 
produit d'une structure symplectique sur S et de la structure triviale sur C et que le groupe G respecte la 
structure symplectique sur S, ce qui termine la preuve de notre proposition, puisque la derniere assertion 
est evidente. □ 

Nous avons done prouve le theoreme : 

Theoreme 4.7 Soit X une variete projective de dimension 3. On suppose en outre que X est de 
dimension de Kodaira k(X) = 1. 

Alors X admet une structure de Poisson quasi-reguliere si et seulement si X appartient a I'une des 
deux families suivantes : 

(1) X = (C x S)/G ou C est une courbe de genre au moins 2, S est une surface K2> et G un groupe 
fini operant librement sur C et operant sur S en respectant la structure symplectique, 

(2) X = (C x A)/G ou C est une courbe de genre au moins 2, A est une surface abelienne et 
G C Aut{C) un groupe fini operant librement sur C x A par la formule : 

g.(c, a) = (g.c, t g (c, a) + u g (a)), g E G, c G C, a e A, 

oil u g est un automorphisme de groupes de A respectant la structure symplectique et t g une fonction 
reguliere sur C x A a valeurs dans A. 

Enfin, X est alors minimale, et la structure de Poisson est reguliere. 

Remarque 4.8 Les groupes finis d'automorphismes symplectiques d'une surface K3 ont ete clas- 
sifies par S.Mukai ([Mu]) et on dispose done d'une description assez precise de ces varietes. 
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